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MATEMATICA

PROF. CELIA SANCHEZ

INTRODUCCION

En esta unidad, nosotros le proponemos profundizar lo que sabe y avanzar en el
aprendizaje de nuevos conceptos y procedimientos que le sirvan de herramientas
para su trabajo y su vida cotidiana y, a su vez, que le permitan resolver con mas
seguridad las situaciones que se presentan en los contenidos propios de esta area
de estudio.

Los conceptos que ud vera a continuacidbn son meramente una rapida revision de las
operaciones y sus propiedades en el campo de numeros reales, teniendo en cuenta
gue todos estos contenidos seran utilizados a lo largo de las unidades venideras. Es
muy importante que Ud pueda recordar estos contenidos vistos en el secundario vy
realizar las operaciones propuestas para que en los momentos sucesivos que se
utilicen, no tenga dificultades en interpretar como se realizan las operaciones, sobre
todo reconocer a simple vista un intervalo y un entorno.

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Lograr que el alumno:

» Conozca las operaciones que se pueden realizar con los numeros reales. Aprenda
a operar con fluidez y rapidez.

» Conozca las propiedades de los distintos conjuntos numéricos y las pueda aplicar
sin equivocarse.

» Desarrolle habilidad para conocer conjuntos numeéricos incluido el conjunto de los
nameros reales.

» Valore la importancia del surgimiento de los conjuntos numéricos incluidos en el
conjunto de los nimeros reales

 Desarrolle habilidad para operar con expresiones algebraicas con el conjunto de los
numeros reales.

» Aplique lo estudiado sobre numeros reales a la solucion de problemas. Pueda
representar nimeros en la recta real.
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» Sea capaz de identificar numeros escritos en notacion cientifica.
» Pueda definir el valor absoluto de un niumero real.

* Aplique las propiedades del valor absoluto a la resolucion de problemas tedricos y
practicos.

* Realice célculos con seguridad usando la calculadora o el software Math Type.

* Pueda aplicar las propiedades de las desigualdades y operar para resolver
problemas y valore la importancia del estudio de las desigualdades.

» Identifique los distintos conjuntos numéricos puntuales.

» Conozca la relacién entre entorno e intervalo y la vinculacion con la definicién de
valor absoluto.

CONTENIDOS

Numeros reales — Intervalos abiertos — Intervalos cerrados —
Entorno de un punto — Entorno reducido de un punto —
Inecuaciones
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ESTOS CONTENIDOS SERAN UTILIZADOS EN LAS TRES UNIDADES
SIGUIENTES.

Ul.
NUMEROS REALES.
INTERVALOS. ENTORNOS.
INECUACIONES

FUNCIONES CONTINUIDAD
FUNCIONAL

ORIENTACIONES PARA EL ESTUDIO

Antes de comenzar esta unidad relea las orientaciones (pag. 6) que hemos dado

para afrontar el estudio en general. No olvide consultar si no entiende algunos
temas.
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DESARROLLO DE LOS CONTENIDOS

NUmeros reales

Recordemos en primer lugar las sucesivas ampliaciones del campo numérico hasta
el campo de numeros reales.

Primero se crea el campo de numeros naturales: 1,2, 3, 4, 5, 6, 7,....

En este campo numérico se puede operar, y analizar todas las propiedades de las
operaciones. Pero recordemos que la resta de numeros naturales no es “ley
cerrada” en este campo numérico, porque, si restamos dos numeros naturales, no
siempre se obtiene otro numero natural. Por ejemplo 2-7 es una operacion que no
puede resolverse en el campo de numeros naturales, por ello, es necesario crear
otro campo numérico para poder resolver esta situacion que se plantea.

Se crean asi los numeros enteros. Sabemos que los numeros enteros son los
naturales positivos, los negativosy el 0.

Por tanto tenemos ahora el conjunto de nimeros enteros, que simbolizaremos con la
letra Z, siendo este conjunto el formado por los numeros:

...... -6; -5; -4; -3; -2, -1;0; 1, 2, 3; 4, 5,6, 7; ...

También podemos en este campo numérico sumar, restar, multiplicar, dividir,
elevar a potencias, y sacar raices. Pero también tenemos problemas con algunas
operaciones que no cumplen con la ley de cierre: tal el caso cuando dividimos dos
nameros enteros y el cociente no es exacto, por ejemplo: 3:2; -1:4; 5:(-4);, 2:7;
etc. Todas estas divisiones no dan por resultado un niamero entero, por tanto es
necesario la creacion del campo de numeros racionales (fracciones propiamente
dichas, o0 expresiones periddicas decimales, o numeros decimales) para poder
resolver todas estas situaciones.

Tenemos ahora lo siguiente:
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0.51666...

Pero aun subsisten dos problemas en el campo de nameros racionales : las raices
de nameros racionales que tienen infinitos nimeros decimales no periédicos y las
raices de indices pares y radicandos negativos. Por esta razén para resolver el
primer problema necesitares de los numeros reales, por ellos se crean los numeros
irracionales y para resolver el otro problema es necesario de los numeros
imaginarios, por tanto la sucesiva ampliacion de los campos numeéricos que uds han
visto en el secundario fue hasta los nimeros complejos. Nosotros en este curso
trabajaremos solo con nimeros reales.

0.51666..

Por tanto tengamos en cuenta que en este curso estaremos trabajando con la
siguiente notacion:
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N : nGmeros naturales; Z: nimeros enteros; Q: nimeros racionales
R: nimeros reales; I: ndmeros irracionales.

Cuando se introducen los nimeros irracionales tales como /2 ; 7 se dice que

estos nimeros no se pueden representar como fracciones ordinarias, sino que se
escriben como expresiones  decimales infinitas, por  ejemplo:

J2=1,4142....; 7=31415..... Las expresiones decimales de los numeros racionales
también son infinitas, por ejemplo:

% =0,25000...... % =0,3333.... 2=2,00000.... % =0,142857142857....

Estas ultimas expresiones, sin embargo, se repiten periédicamente a partir de
alguna cifra, mientras que las correspondientes a los numeros irracionales no tienen
esta propiedad.

El conjunto de todos estos nimeros, los racionales y los irracionales, constituyen el
conjunto de los numeros reales (R). Podemos decir entonces, que un namero real
es un numero que se puede representar por una expresion decimal infinita.

Si “a” y “b” son dos numeros reales cualesquiera, se pueden establecer las
siguientes operaciones en el conjunto de los niumeros R.

Adicion: at+b
Multiplicacion: a.b
Sustraccion:a—b
Divisiéon:a:b, sib=0

Dos simbolos, a y b, que representan nimeros reales son nameros iguales, siy
solamente si, representan el mismo namero real.

Si a, b y c representan numeros reales y si a=b, entonces:

a+c=b+c

a-c=b-c

ac=h.c

a:c=b:c (supuestoc=0)

Es decir, se puede sumar a ambos miembros un mismo valor y la igualdad no varia,
idem con la resta, multiplicacién y divisién.
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Propiedades de las operaciones de los numeros reales.

1. La suma y la multiplicacion son operaciones conmutativas, esto es si ay b son
dos numeros reales cualesquiera, entonces:

a+b=b+a : a.b=b.a

2. La suma y la multiplicacion son operaciones asociativas; esto es, sia, by c son
nameros reales, entonces:

(a+b)+c=a+(b+c)=a+b+c
(ab).c=a.(b.c)=abc

3. La multiplicacion es distributiva con respecto a la suma y a la resta; es decir, si a,
b y ¢ son niumeros reales, entonces:

(a+b)c=ac+bc ; (ab)c=ac-hg; a(b+c)=a.b+a.c

4. El numero real “0” es el elemento neutro en la adicién (suma), es decir, siaes un
numero real cualquiera, entonces:

a+0=0+a=a

5. El numero real “1” es el elemento neutro en la multiplicacion, es decir, si a es un
namero real cualquiera, entonces:

al=la=a

6. Dado un numero real “a”, existe un numero real , que se denota con “-a”, que se
llama opuesto de “a”, y tal que:

a+(-a)=(-a)+a=0

7. Dado un numero real “a” diferente de “0”, existe un numero real que se denota

—1»

“ .7 — 1 .
con “a™'” (o también a == )que se llama inverso de “a” y tal que:
a

Ademas, es una consecuencia de las propiedades anteriores, el hecho de que
cualquiera sea el numero real “a” se cumplira que a.0=0.a=0

Si “a” y “b” son numeros reales y a.b=0, entonces a=0 o b=0. (Ley de anulacion del
producto, dice que si un producto entre dos o mas factores es cero, entonces uno
de ellos, o mas, son iguales a cero)
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El conjunto de ndmeros reales es un conjunto totalmente ordenado, esto es, dados
dos numeros reales distintos se puede establecer cuél es el mayor. Utilizando el
lenguaje de las desigualdades, podemos expresar que para cada par de niumeros

[{Pe ]

reales “a’ y “b”, es verdadera unay sélo una de las siguientes proposiciones:

a<b;a<b ; a>b

Se puede establecer una correspondencia biunivoca entre nimeros reales y puntos
de una recta (la recta numérica) de modo que a cada numero real le corresponde un
punto de la recta, y reciprocamente, a cada punto de la recta le corresponde un
namero real.

Potencias y raices de numeros reales

Potenciacion

Definimos las potencias de un numero real “a” de la siguiente forma:

al=a ; a’=a'a a’=a’.
o bien: a’=a .a a®=a a.a

En general, si “n” es un numero natural:

n»

a" =aaaaa......(n factores); es decir que el simbolo “a"” (que se lee potencia

enésima de a) significa el producto de “n” factores iguales a “a”.

El numero “a” se llama base y el numero “n” se llama exponente de la potencia. La
potencias “2” se llama su cuadrado, Y la potencia “3” su cubo.

Para todo numero real “a” distinto de “0”, el concepto de potencia de potencia se
amplia con las definiciones siguientes:

a’=1 ab=t peR

No damos significado alguno al simbolo 0°, dado que esta expresién no existe
matematicamente hablando.

Si la base “a” es un numero real no nulo, la potenciacion queda asi definida para
todo exponente entero.

Propiedades de la potenciacion

Sean “a@”, “b”, numeros reales no nulos, y “m”, “n” dos numeros enteros, entonces:

Prof. Celia Sdnchez
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e a"a"=a"", esta propiedad dice que el producto de potencias de igual base es
igual a otra potencia, de la misma base que las dadas, cuyo exponente es la suma
de los exponentes dados.

e a":a"=a"", esta propiedad dice que el cociente de potencias de igual base da
por resultado otra potencia de la misma base que las dadas, cuyo exponente es la
resta de los exponentes dados.

o (a“)m =a"", esta propiedad dice que potencia de otra potencia da por resultado

otra potencia de la misma base que las dadas, cuyo exponente es la multiplicacion
de los exponentes dados.
e La potenciacion es distributiva respecto de la multiplicacion y la division

(ab)'=a’b" : (a:b)'=a":b® conb=0

.z . ., . . c Cc
Observacion: la potenciacion, no es asociativa: a®’ # (ab) .

Usamos el simbolo a” para indicar el simbolo a®”.

Algunas propiedades mas:

Si a<b entonces a+c<b+c monotonia de la suma
Si a>b entonces a+c>b+c monotonia de la suma
Si a=b entonces a.c=b.c monotonia del producto

Si a<b y c>0 entonces a.c<b.c monotonia del producto
Si a<b y c<0 entonces a.c>b.c monotonia del producto

(a+b)’ =a®+2.ab+b’ cuadrado de un binomio
(a-b)* =a®> —2.ab+b? cuadrado de un binomio
a’—b?=(a—b).(a+b) diferencia de cuadrados

(a+b)"#a"+b" no distributividad de la pot. con respecto a la suma o dif)

Raices de numeros reales

Si “n” es un numero natural y “b” es un numero real positivo, existe un unico nimero
real positivo “a”, tal que a" =b.

El numero “a” se llama la raiz enésima de “b” y se denota con el simbolo: Q/B: a

El simbolo ¥ se llama radical, el nimero “n” se llama indice, y el nimero b
radicando. Para n=2; 3; 4; 5; ..... se dice que “a@” es la raiz cuadrada, cubica,

Prof. Celia Sdnchez
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cuarta, quinta, etc. Para n=1, se tiene a=b; para n=2 es costumbre suprimir el
indice y escribir \/5

Propiedades de las raices aritméticas

1
o Ya=ar relacion entre potenciacion y radicacion

e Yaib=4yab multiplicacion de radicales del mismo indice
e Ya:UYb=4Ya:b division de radicales del mismo indice

n ., . .,
e Sila existe entonces (%) =a cancelacion entre pot. y radicacion

e Sin es un nimero entero par entonces (Q/E)n = ||

e Ya+b=Ya+¥Yb nodistributividad de la rad. con respecto a la suma o dif.
- (¢a) -

. M = m{‘E = “-R”E raiz de otra raiz

e Ya" ="{a™"; esta propiedad permite simplificar un factor coman al indice del
radical y exponente del radicando y reducir varios radicales al mismo indice.

En este momento puede aprovechar para resolver la siguiente ejercitacion (es
una revision de operaciones con numeros reales, si lo necesita aproveche y
consulte carpetas de tercero y cuarto afio de Mateméatica del secundario, o
consulte algun libro para estos afios),

1) Radicacion:

a) Extraer factores fuera del signo radical: b) Introducir en el radical todos los factores
gue figuran fuera de él:

i) 3/X5y3
i) /320 i) 534
Q) iy \Jaaxty °) i) ax/2.x

iv) 4/%8 x’y°z*

Prof. Celia Sdnchez
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2) Operar con radicales semejantes:

. 1
) \@_ E_\E iv) 2x3+\/8_—%\/32x
i) 2427 -4412 W) By 16
i) /27 +5v3-+/300
) vi) ¥432-3/250 +§/3—T2
3) Racionalizar los denominadores:
1
. 3x°
3 vi) — X) 3
% A o
o8 N 3+2 L ATy
) NoTE Xi

i N vii) NI ) vilxy

G |2 1 5

i) 5 viii) = i Xy

3 Xii)
v = N Py
1-\3 iX) % xiii) 1
3 3
) Fop 2

4) Resolver y simplificar racionalizando el denominador de ser posible:

) M%)l”l‘ﬁ _1’§T i { gj :(—%ﬂ:z,s&

iii) \Eﬁ% iv) 3@@
5% §/25 3 §9 3

Valor absoluto (o0 modulo)

Se define el valor absoluto de un niumero real “a” como la expresion:

a si azo

o] =

-a si  a<0

Prof. Celia Sdnchez
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Propiedades

D)a|>0 vaeR

2)\a =4

3)|]a—b|=0siy solo sia=b

4)[ab|=a|.|o]

5)|a:b| =|a|:|b|

6)|a+b|<|a]+|b| desigualdad triangular

7)|a—b|>|a]-|b| desigualdad triangular

8)]a]-Ib] <fa-b]
Observacion: la representacion grafica de los niumeros reales se realiza mediante
una recta graduada. Sobre ella se elige un punto como el origen o “0” y con una
unidad de medida preestablecida, se marcan las unidades positivas en forma
creciente: 1; 2; 3;...... hacia la derecha del origen. Asi mismo, y con la misma

unidad de medida, se marcan hacia la izquierda del origen las unidades
decrecientes: ........ -3; -2; -1,

MNimeros Enteros

...-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9...

Enteros Megativos Enterps Positions

Si por ejemplo queremos representar fracciones en la recta real:

-

2

SR T

ve.-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 & T & 9.,

[
J

Si por ejemplo queremos graficar J2 en la recta real podemos proceder de la
siguiente manera:

Prof. Celia Sdnchez
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Representacion de los numeros irracionales

También los nameros irracionales, las raices, por ejemplo, se representan en la
recta.

Por ejemplo, para calcular el punto que representa el nimero J2 se realizan los
siguientes pasos:

. Levantar sobre la recta un cuadrado cuyo lado sea el segmento unidad
entre el 0 y el 1. Segun el teorema de Pitagoras, la diagonal del cuadrado

mide \ﬁ

. Utilizar un compés para trasladar esa diagonal sobre la recta. El punto de
corte del arco del compas sobre la recta representa el nUmero 2
. Observe la siguiente figura y dibujela en su carpeta.

Iz

Pero es importante que ud sepa que a veces no es necesario trabajar con esta

precision sino que para graficar este valor en el eje real basta con saber que J2=14

Intervalos

Dijimos que se establece una correspondencia biunivoca entre los niumeros reales y
los puntos de la recta. Cuando hablamos de conjuntos de nameros reales, entre los
gue mas comunmente hablaremos se encuentran los intervalos: abierto, cerrado.

Intervalo cerrado

Es el conjunto de numeros reales formado por a, b y todos los comprendidos entre
ambos.

[a,b]={x/a < x < Db}

Prof. Celia Sdnchez
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Intervalo abierto

Es el conjunto de los numeros reales comprendidos entre a 'y b.

a b
(a, b)={x/a<x< Db}

Intervalo semiabierto a izquierda (o semicerrado a derecha)

Es el conjunto de numeros reales formado por b y los nimeros comprendidos entre a
y b.

A h

(a, b]={x/a<x < b}

Intervalo semiabierto a derecha (o semicerrado a izquierda)

Es el conjunto de numeros reales formado por a y los nUmeros comprendidos entre a
y b.

a b

[a,b)={x/a < x<Db}

Intervalos infinitos

Fy

-
-
L

[a;+x)={x/x > a} (@, +0) ={x/x>a}

+ = ’ + 2 ’

(Foo; bl ={x/x < b} (-oo; b) ={x/x<b}
(-o0;+0 ) =R

Prof. Celia Sdnchez
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Entorno de un punto

Dado un punto “a” y un numero real postivo “h” denominamos entorno de ese punto a
de semi amplitud h (o radio h) al conjunto de todos los valores reales que pertenecen

al intervalo (a—h;a-+h), por lo tanto:

E(a;h)=(a—h;a+h)

Ejemplo: E(2,3)=(2-3;2+3)=(-15)

Por lo tanto:

E ={X/XeRA|x-2|<3]

O sea, en general, podemos decir que existe una vinculacion
entre todas estas expresiones:

Es ={X/XeRA|x-a|< 5} =(a=5;a+0)

N
oNn

Prof. Celia Sdnchez
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Entorno reducido de un punto

Podemos decir que:

E' s = {X/XeRA[x-2/<3}-{2}

Lo cual significa que el entorno reducido es el mismo entorno pero sin el centro.
E'wp ={X/XeRA|x-a]<5}-{a} =(a-5;a+5)-{a}

E*(a;é) = E(a;ﬁ) _{a}

Veamos algunos ejemplos de aplicacion de estos conceptos que
hemos visto.

Nota importante. Los conectivos I6gicos que se usan en la resolucién A;vse

“e [{Pagl]

denominan “y” conjuncién y “0” disyuncidon respectivamente y equivalen a la
interseccion y unidn de conjuntos.

”

Por lo tanto cuando usemos “A”, tendremos que pensar en la interseccion entre los

dos conjuntos y cuando usemos “v” deberemos buscar la union de los dos
conjuntos.
Resolver las siguientes inecuaciones.

Ejemplo 1

2x—1£l . 2x—1_1SO . 2(2x—-1) —(x—2) <0

X—2 2 X—2 2 2(x—2)

4X —2—X+2 - . 3X <0
2(x—2) 2xXx—4

= 3X<0A2X—4>0 v 3Xx=0A2Xx—4<0

= X<0AZ2X>4 v X=20 A2Z2X<4 =

= X<0AX>2 v X220 AX<2 =

=35, = v [02) =
= S,_[0;2)

Prof. Celia Sdnchez
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Ejemplo 2
x1,1 o x1 1 =, 3X=D=B=%) _ 4 busco tener 0 en el 2° miembro
3-x 3 3-x 3 3(3-x)
3Xx—-3-3+X 4x—-6 . . .
= o 3 >0 = 93 >0 saco comun denominador y opero, tengo una fraccion
-3x —3X

= 4x-6>50A9-3x>0 v 4x-6<0A9-3x <0 para que la fraccion obtenida sea positiva debe ocurrir esto
= 4Xx>6A-3x>-9 v 4x<6 A-3x<-9 = despejo X
opero (observar que cuando paso un factor o divisor neg. cambio sentido de desigualdad)

6 -9 6 -
= X>ZAX<_ VvV X<— AX>— =

3 3
= x>§/\x<3 v x<§ AX>3 =

:Slz(g;Bj v §,=0 =

=S,_ [E;SJ
2

Ejemplo 3
3x? —4x<—-1 = 3x*—4x+1<0 = 3(x-1)(x-%) <0

= (X-1)(x- %) <0 (esta expresion debe ser negativa pues 3

es positivo) — para gque este producto sea negativo debera
ocurrir que los factores sean de distinto signo —

X—1<0 /\x-1>0 v X-1>0 A x-%<0 =

1 1
:>x<1/\x>§ v xX>1 A x<§ =

= Slz[%;lj v

= S; :sluszz(

(O —

;@2 _

wWlkF
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Ejemplo 4

[x—4/=2 = x-4=2 v x-4=-2 (por definicién de médulo) =
= X=2+4 v Xx=-2+4 =

= X=6 v o oX=2 =

= S, ={2;6
Ejemplo 5
x—l <E = (por definicion de médulo) —E<x—£<g =
4, 3 3 4 3
1 5
St —<X<—F=~ > -—<X<— =
3 4 12 12

Tengamos en cuenta que este mismo ejercicio se pudo haber pensado
COMO un entorno, por tanto:

1| 2 1.2 1 . 2
=|X—=|<==E| =;= | (esto se lee entorno con centro en — y radio=—
4) 3 43 4 3
: 1 2.1 2 5 11
= oloqueselomismo=|=-=;=+=|=| - —;—
4 34 3 12 12
Ejemplo 6

[x+3[>1 = (por definicién de médulo o valor absoluto)
X+3>1 v x+3<-1 = x>1-3 v x<-1-3 =

= x>2 v X<-4 = (-0;-4) U (-2;+x)

Prof. Celia Sdnchez
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RESUMEN

En esta unidad se ha realizado una breve revision de operaciones en el campo de
nameros reales. EIl objetivo es que uds puedan operar con solvencia cuando sea
necesario, y poder resolver inecuaciones cuando tengamos que buscar dominio en
la unidad siguiente, o0 cuando tengan que buscar conjuntos de negatividad o
positividad de una funcion. Recuerden que es importante que tengan en cuenta qué
tipo de intervalo define un entorno, y que sepan a priori hacer una lectura coloquial
de los simbolos que aparecen, sobre todo los de valor absoluto.
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