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TRABAJO PRACTICO N° 2

Las funciones deseriben cémo se relacionan los elementos de un conjunto con los elementos de
otro conjunto. Para poder dar una definicion maéas formal de las funciones primero tenemos que
mencionar los conceptos de par ordenado, producto cartesiano v aplicacion.

Par ordenado: Esta idea la introduciremos a partir del juego de la batalla naval.

Este es un juego de estrategia en el que participan dos jugadores. Se juega con lapiz y papel.

Antes de comenzar el juego, cada participante tendri dos tableros cuadrados de 10 x 10 casillas.
Las filas horizontales se numeran de la A hasta la J, v las columnas verticales del 1 al 10. Basta
con indicar las coordenadas de un disparo con un par niimero/letra (por ejemplo, 6 ;: Ao 9 ; J).
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FLOTA PROPIA DISPAROS

Estos disparos, que indican una posicion en el mar, son pares ordenados. Se llama par ordenado
a dos elementos con un cierto orden y se simboliza como:

(z,y)

Si se invierte el orden de los elementos obtenemos un par ordenado diferente, esto es:

(r,y) # (y. )
Producto cartesiano: sean dos conjuntos A v B. Se llama producto cartesiano, A x B,

al conjunto de pares ordenados tales que el primer elemento pertenece al conjunto A v el segundo
pertenece a B. En simbolos es:

AxB={(z,y)/xre Ay ye B}

Ejemplo: Siguiendo con el juego de la batalla naval, los conjuntos pueden ser
A=1{1,23,4,56,7.8910}yB={A, B C D E F G, H, I J}. Entonces, el producto cartesiano
entre A v B da las coordenadas de las cien posibilidades de tiro.

AxB = {(1,A);(1,B);(1,C);...;(1,J);(2,4);...:(2,0%
(3,4);...5(3,J);...:(10,.4); .. .5 (10, J}}



EJERCICIO 1

Para los siguientes pares de conjuntos realizd el producto cartesiano.

a) A={a,b e d} yB={z;y; z}
b) C = {rojo, amarillo, azul} y D = {blanco, negro}
c) E=40, 1,2, 3, 45} y F =10, 1, 2,3, 4, 5}

Aplicaciones

Una aplicacion A que relaciona los elementos del conjunto A con los del conjunto B, que se
escribe A4 1 A — B, es cualguier subconjunto del producto cartesiano A x B (por lo que una
aplicacién es un conjunto de pares ordenados). Si existe una “regla”™ o vinculo, R, que permita
determinar qué pares ordenados del producto cartesiano son los que pertenecen a la aplicacion,
entonces se puede escribir:

A={(z.y)/re Ay ye B,R(z,y)}

Esto se lee: “La aplicacion A es el conjunto que estd formado por todos los pares ordenados tales
que el primer elemento pertenece al conjunto A, el segundo pertenece a B y satisfacen la relacion
¥

El conjunto al cual pertenece el primer elemento del par ordenado se llama conjunto de partida
(en este caso el conjunto A), mientras que al conjunto al cual pertenece el segundo elemento del par
ordenado se lo llama conjunto de llegada (en este caso el conjunto B). Si el conjunto de partida
es igual al de llegada, A = B, se dice que la aplicacion es una “relacion”.

Ejemplo 1: Tomemos los conjuntos A y B de la batalla naval: A = {z/z e N,1 <z < 10} y
B = {y/ es una de las primeras diez letras del abecedario}. Consideremos que estos conjuntos
estdn relacionados por la regla R(z,y) = “r es la posicion en el abecedario de 3"

La aplicacion A = {(z,y)/r € A, y € B, R(z,y)} la podemos representar de cuatro formas
equivalentes:

1. Por comprension:

A= {(r,y)/r € A, y € By “reslaposicion enel abecedariodey"}

2. Por extensidn:

A= {(1,A); (2, B); (3,C): (4, D); (5, E): (6, F); (7, G): (8, H); (9, I); (10, .J)}

3. Con diagramas de Venn:
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4. Con un grifico:

P e N Dm0 I ==
L]

Ejemplo 2: Sea una aplicacion A : A — B donde los conjuntos A = {Los Angeles, La Plata,
Cordoba, El Cairo} v B = {Argentina, Espana, Egipto, Francia} estdn relacionados por la regla
R(x,y) = “r es una ciudad de y".

La aplicacién A sera:

A

|
————

(z,y) /x € A, y € By “resunaciudad de y"}
(LaPlata, Argentina); (Cordoba, Argentina); (El Cairo, Egipto); (Cordoba, Espana)}
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Funciones

Las funciones son un tipo particular de aplicaciones. Una funcién se define de la siguiente ma-
nera:

Dados dos conjuntos A y B, una funcion de Aen B, f: A — B, es una aplicacion A: A —+ B
tal que para todo elemento de 4 existe uno y s6lo un elemento de B que le corresponde.

Es decir que todos los elementos del conjunto de partida deben estar relacionados con uno v
s0lo un elemento del conjunto de llegada. Por lo tanto ningin elemento de A puede relacionarse con
dos 0 mis elementos de B, pero B puede tener elementos que no estén relacionados con elementos
de A. En otras palabras, si pensamos en diagramas de Venn, del conjunto A tiene que salir un
flecha de cada elemento para que f: A — B sea funcitn. Notemos que para que una aplicaciéon sea
funcion solamente importa que de todos los elementos del conjunto de partida salga una y solo una
flecha, sin importar con qué elemento del conjunto de llegada se esté relacionando. Como ejemplo
veamos qué aplicaciones de los ejemplos dados anteriormente cumplen con la definicion de funcién.

Ejemplos: Consideremos las aplicaciones dadas en los ejemplos anteriores v analicemos cundles de
ellas cumplen con la definicion de funcion.

m Ejemplo 1:

A={z/zeN, 1<z<10}
B = {y / esuna de las primeras diez letras del abecedario }
A={(z,y)/z € A, y € By “zeslaposicinen el abecedariode y"}

Es funcion yva que todos los elementos de A estan relacionados con un solo elemento de B.

m Ejemplo 2:

A = {Los Angeles, La Plata, Céordoba, El Cairo}
B = {Argentina, Espana, Egipto, Francia}
A={(r,y)/z € A, y € B, “resunaciudaddey”}

No es funcién porque Los Angeles no esta relacionado con ningiin elemento v porque Cordoba
estd relacionados con dos elementos.

EJERCICIO 2

Analiza las siguientes tablas e identifica las que corresponden a funciones.

AlB C|D E|F
m| 2 a |0 1|5
n|l b1 2|5
n|d4 c| 3 3106
o |6 al5 4 | 7




Funciones Matematicas

De ahora en adelante nos restringiremos a las funciones matematicas, es decir, a aquellas en las
que A v B son conjuntos de nmimeros.

Cuando al valor de = € A le corresponde un valor de y € B a través de una funcién f: A = B,
lo vamos a simbolizar como f(r) = y (andlogamente si a un elemento a € A le corresponde un
valor de b € B, diremos que f(a) = b). De este modo podemos utilizar f(r) 6 y indistintamente
para representar al elemento al que estd relacionado z. Asi logramos una notacién més compacta.

Ejemplo Sea f = {(z,y)/x € A,y € B, y = 4x}. Entonces de acuerdo a la nueva notacion
podemos escribir

flz) =

{f: A<yR
flzr) =4z

Ahora vamos a dar una serie de definiciones, para las que vamos a considerar una funcion
matemadtica f: A — B.

Dominio de una funcién: Llamamos dominio de f al conjunto de partida, A. Y se denota como:

Dom(f)= A

El dominio natural de una funcién matematica es el maximo conjunto posible para el cual
estd definida.

Codominio de una funcion: Llamamos codominio de f al conjunto de llegada, B. Y se denota
COIm;

Codom(f) =B

Imagen de una funcion: Llamamos imagen de f al subconjunto de elementos de B que estan
relacionados con los elementos del dominio. Es decir:

Im(f)y={yeB/zec A y=f(z)} ={ye B/(x.y) € f}

Notemos que por definicion, la imagen de una funcién esta incluida en el codominio, por lo
que, en principio, la imagen y el codominio de una funcion podrian no ser iguales.

Variable independiente o abscisa: Son los elementos del dominio.

Variable dependiente u ordenada: Son los elementos del codominio.

EJERCICIO 3

Determina el dominio, el codominio y la imagen de las siguientes funciones.

flz}): R—= R
flz) = |z



2y =2—-z
gly): £ = &

el g o Yy -
g(y) = o

EJERCICIO 4 (ej. adicional)

;i Cudles son el dominio, el codominio v la imagen de la siguiente funcion?. Grafique.
f:Z=R
flz)=z+1
EJERCICIO 5

Determinen el dominio y la imagen de las siguientes funciones:

a) f(x) = i

b) f(x) = ﬁ .
o) f(x) = —

d) f(x) =Vx -7

XEI—dx+4
e) f(x) = =

Vxz-4
EJERCICIO 6 (ej. adicional)

Determina el dominio natural de las siguientes funciones.




Igualdad de funciones
Diremos que dos funciones f: A —+ B v g: C — D son iguales si v solo si:

1. Tienen el mismo dominio, A = C
2. Tienen la misma imagen, Im(f) = Im(g)

3. Tienen la misma regla, f(x) = g(z).
Si a una funcién determinada:
» le modificamos la regla de vinculacion (se modifican los pares ordenados);
m le modificamos el dominio:; o
» reducimos el codominio modificando la imagen
modificaremos la funcién. En cambio, si
m ampliamos el codominio; o
m reducimos el codominio sin modificar la imagen,

la funcion no cambia.

Ejemplo: Tomemos la siguiente funcion: f = {(1,4);(2.4);(3.6)}

flxl:A=B
f s LR o~

1 K4\

Eaaldl



851 reducimos el codominio sin
maodificar la imagen, la funcién
no cambia

e DRI
i z~-~? |

5= {{1,4}:{2.4);(&(5)} =f

Si reducimos el codominio
modificando la imagen, se

modifica la funcién (en este caso

el resultado no es funcion).

& W
fo= {0 0} # 1

EJERCICIO 7

St ampliamos el codominio, la

funcidén no cambia.

A ’x,F—-— H(pB
/5 II

e

I"-KK_S:/?’::_--F __\k _?_ /.#":
fr={(1,4):(2.4):(3.6)} = f

51 modificamos el dominio,
modificamos la funcidn.

Ar_,/'} f-—x\{r\ﬁ
v

L4 \b/
h={(1.4);(2,4)}# f

Dadas las funciones f: R =+ R v g: R — R, tales que:

fla)=2*+1y g(z) =

decir si son iguales. Grafique.
EJERCICIO 8

Consideren las funciones: f(x)=x+1

(2 + 1)(z - 1)
(x —1)

21

g(x) =2T

1



a) Completen la siguiente tabla:
X 3/1{0]1

5

F(x)
G(x)
b) ;Soniguales las funciones fy g?

c) Determinen el dominio de cada una de ellas.

EJERCICIO 9 (ej. adicional)

Analizé si los siguientes pares de funciones son ignales justificando tu respuesta.

. Eh el Vg - o i i i 2
Sugerencia: , repasd las propiedades de raiz, potencias y logaritmo

v =9
y+ 3

a) Aly)=y - 3y Bly) =
b) C(z)=vz + 2y D(z) = /(z + 2)*
c) Hw) = lwl? v J(w) = w?

d) X(y) = (Vi1 y Z(y) = Vi?
e) P(z) = log(z?) y Q(r) = (log z)?
EJERCICIO 10 (ej. adicional)

Dada f(x)= Edet&rminen:
a) F(-1)
b) F(0);
c) F(2Z)

d) F(3/p);

Dada g(t)=v1 + t* determinen:
a) G(0);

b) G(2)

c) G(3)



Las funciones las podemos clasificar en cuatro tipos distintos:
Funcion inyectiva: Decimos que la funcién f es inyectiva cuando cada elemento del “codominio”
estd vinculado a lo sumo con un elemento del dominio. En simbolos es:
fesinyectiva <= f(x) = f(r:) = 11 = 12

Es decir que para una funcion inyectiva los elementos del codominio estin vinculados con un
s0lo elemento del dominio o no estan vinculados.

Funcién suryectiva o sobreyectiva: Decimos que la funcion f es suryectiva o sobrevectiva cuan-
do todos los elementos del codominio estan relacionados al menos con un elemento del dominio.
En simbolos es:

fessuryectiva < Yy € B, 3r € Atalquey = f(x)

Ahora todos los elementos del codominio deben estar relacionados con uno o mas elementos
del dominio. En este caso la imagen de f es igual al codominio.

Funcién biyectiva: Decimos que la funciéon f es bivectiva cuando es inyectiva y survectiva.

Funcion no inyectiva y mo suryectiva: Decimos que la funcidn f es no inyvectiva y no survectiva
precisamente cuando no cumple ninguna de las dos propiedades.

Ejemplos:
Funcién invectiva no suryectiva. Funcidn survectiva no inyectiva.
AN\ A\~
, / T4 | [ (3 |
2 | Ex‘-i_,/’f’ |
Funeién biyvectiva (inyectiva y suryectiva). Funcién no inyectiva v no suryvectiva.
A~ flx:-:A—sB-f B A;”ﬁ\.\ fl ""Z-A*BK,J--\\B

f | '
\ 2] %4 ] P
"\_\_- /; l“\_ ; /': "'\x‘ f;" \ /__.-
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Determina la invectividad, suryectividad y/o biyvectividad de las siguientes funciones conside-
rando que el dominio de todas ellas es el conjunto de los mimeros reales:

wl

iz

|

EJERCICIO 12 (ej. adicional)

Dada la funcién f(x) = z*. Note que f : R — R no es inyectiva.
Encuentre 3 subconjuntos de R, [);, i = 1.2 3 talque f: D, — R
es inyectiva. [ Existe un dominio D formado por mimeros positivos v
negativos tal que f : D — R es invectiva?

EJERCICIO 13 (ej. adicional)

Pruebe que la funcién f(z) = /r es inyectiva en su dominio natural.

6raficas de algunas funciones

Recta o funcion lineal

i) .




Paribola o funcion cuadratica

f:RoR
fly)=y" -1

N
0| -1
1| o

Raiz cuadrada

f:R*UO>R
f(w) = &

Funcion logaritmica

f:R* 3R
flz)=logx

x | flx)
= -1
1]l 0
10| 1

el

] v
t i 3
2! 3
N o

flw)
3 .
2 e
1 -
0 W

Q 1 2 3 a4 5 6 7 a8 2

2
11
_F-—"/ 1/
—7 /e x
3 2 1 0 1 2 3 4
1
bog k)
2
1 e
_u—'—-_ =
b x

12



Criterio de la recta vertical:
Dada una grafica de una aplicacién, podemos decir si es o no funcién trazando una recta vertical.

m Si la recta no corta a la grafica significa que el elemento del eje de las abscisas por donde pasa
la recta vertical no pertenece al dominio.

oJae

m 5i todas las rectas verticales cortan una sola vez a la grafica, resulta que la grafica es una
funciom.

Ipm __IJ_F_J-F-..
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EJERCICIO 14

;Cudles de los siguientes graficos no corresponden a funciones?

o - / ) d) y
e s o + /\ I " A
- B x 2mkdEs i e \i/ X

EJERCICIO 15

Determiné cudles de las siguientes curvas corresponden a funciones justificando tu respuesta.

ad) aid

i
Lid

=
14

ot

b
+ + e ad P PR PR TR W O M SN
il \‘_' -4
wit .
i -4
- i =i

EJERCICIO 16 (ej. adicional)

AL
Asocien cada una de las siguientes graficas de funciones con su expresion algebraica.

INEEN EEEERNEENEN/ EEEEN " N NN v
/ mEE / SN NSNS

a) Y=3x
b) Y=x?
) Y=x43
d) Y=x-3

EJERCICIO 17 (ej. adicional)

;Cudles de las siguientes expresiones algebraicas corresponden a cada una de las dos graficas
dadas?

14




b)

a) Y==

b) Y=2x

Q) Y=x2+2
d) Y=x2

EJERCICIO 18 (ej. adicional)

A continuacion se presentan las formulas y grificos de varias funciones. Vinculd cada grafico

con su formula.

y=2x -8
y=+T+3
y =212 - §
=3y—-2==x

15



De acuerdo a sus graficas, las funciones pueden separarse en tres grupos:

Funciones pares: Las funciones pares son aquellas que satisfacen que
f(—z) = f(z)

por lo tanto, sus graficas son simétricas respecto al eje de las ordenadas.

=—f(z)

Funciones impares: Las funciones impares son aquellas que satisfacen que
f(-z) =

por lo tanto, sus graficas son simétricas respecto al origen de coordenadas.
Funciones no pares y no impares: Las funciones no pares ¥ no impares son aguellas que no

satisfacen ninguna de estas propiedades.

» Funcién par

Ejemplos:
La funcién f(x) = r* —1 es una funcién par. Para demostrarlo tomemos cualquier niimero real
z, entonces, si evaluamos la funcién' f en z, tendremos que f(z) = 2* — 1. Ahora evaluemos

la funcién en —z:

fl=z)=(-2P -1=[(-1)’2]| -1=122-1=22-1

Luego, resulta que f(z) = f(—z) para cualquier niimero real 2. Por lo tanto, la funcién f es

En la grdfica de la funcion se puede ver la simetria de la funcion con respecto al eje de las

\f fix)
1

1 I|

)

!

-
|

par.
ordenadas. Se ve como si pusiéramos un espejo sobre el gje de las ordenadas.

es un niimero real cualquiera tenemos que fiz) =

Z

s Funcion impar
Tomemos la funcién f(y) = y*. Luego, si
z*, v si evaluamos la funcién en —z tenemos que

- SRR
= -2 =f(2)

f~2) = (=2 = (1%

Asi encontramos que Ia funcién f(y) = y* es impar.

16



s Funcién ni par ni impar:

Tomemos la funcién g(z) = /z + 2. Luego, como el dominio de esta funcién es el conjunto
de los niimeros reales mayores o iguales a cero, resulta que, si z > 0, g(—z) no existe, por
lo tanto g(z) # g(—z2) v g(2) # —g(—=z). Asi encontramos que la funcién g(z) no es par ni

1mpaAr.
{9z
— == -
a ) /--""——a
//’-
-
o

3 //

/
1
)] z

o 1 2 3 4 L] & ]

EJERCICIO 19

Defini la paridad de las siguientes funciones.

fla):R—=R
fla) =la|

a)
h(z) :R—= R

h(z) = =2*

{
{k{z} :R—>R
{

k(z) =2"+2

p(f):[2,+0) = R
p(f)=VF=2

17



EJERCICIO 20

La grifica 1 es la de f(x), determina cudles de las siguientes corresponden a — f(x), f(—z) v
—f{—x). Justifica.

ET= 3

LB
Tir
At
iy
EE

A

S P R 88 78 60 -80 —40 -5 10— | I.i\)yuu.n T E
=
BT
At
4 b

EJERCICIO 21 (ej. adicional)

La funcion f(z) esta definida en el intervalo [—2,2]. En la figura se da la graifica sobre la
region [—2; 0]. Completa la grafica sabiendo que: a) f(x) es par; v b) f(x) es impar.

18



Funciones polinémicas

Antes de deflinir qué es una funcion polinémica debemos dar la delinicion de polinomio. Un
polinomio, I’(z), es una expresion matematica que se define de la siguiente manera:
P(r) = a2 + ap 12" 4 agr? +ayr 4 ap
Donde los coelicientes a,,, @y 1, .. ., ag, son nimeros reales, a, # 0 y los exponentes son naturales.
Iisto se simboliza:
P(z) = a2+ ap 12" '+ ... Faz? +ax 4 ag
dondeaq; € R,i=1,2,...,n, a, #0yn e N

A 2 la llamamos “variable independiente” o “indeterminada” porque puede tomar cualquier
valor real, micntras que los a; se llaman “coeficientes” y son valores reales constantes.

El grado de un polinomio estd dado por el exponente mas grande de la variable
independiente y se simboliza como:

gr(P)=mn

y el coeficiente que multiplica a ™, en este caso a,,, es el coeficiente principal. Mientras
que el coeficiente ag, que multiplica a 2%, es el término independiente.

Las funciones polinémicas son aquéllas que se vinculan matematicamente con un
polinomio:

flz):R—= R
flz)=az"+a, 12" ' +.. .+ a1z +a (1)
donde a; €R,i=1,2,...,n, a, #0yne N

Las funciones no polinémicas serdan aquellas que no estin vinculadas a un polinomio, como por
ejemplo la raiz, la funcion logaritmica, la funcién exponencial?, las funciones trigonométricas, entre
otras.

EJERCICIO 22

;Cudles de las siguientes expresiones son polinomios? JustificA su respuesta.
a) P(r) =3z + 422 — 2°
b) Q(z) = %::'2 -z

c) R(a)=4

d) H(w) = =25w + 4 x 105w = Vuw?

Funcion lineal

Una funcion lineal es aquella que estd vinceulada matemédticamente con un polinomio de grado
1, y se define como:

f:R=R
flx)=ax+b




Donde a y b son niimeros reales constantes (a es el coeficiente principal y b el término independiente).
El grafico de este tipo de funciones es siempre una recta.

La notacién tradicional para la funcion lineal es tomar la z como variable independiente e
y = f(x) como variable dependiente. Siguiendo esta notacion diremos que:

0

Es la forma explicita de la ecuacion de la recta. Todos los pares de valores (x, y) que satisfagan
esta relacion representan gralicamente los puntos de la recta, o sea, son los pares ordenados que
pertenecen a la gralica de la recta.

Ahora vamos a ver algunas deliniciones asociadas a la expresion funcional de la recta f(z) =
ar+ b =1y.
Ordenada al origen: es el punto de interseccion entre la recta y el eje de las ordenadas.

Por lo tanto este punto cs aquel que pertenece a la recta cuya primera coordenada es igual a
0, por lo tanto la coordenada y sera:

y = f(0)
y=al+b
y==b

Lucgo, la ordenada al origen es el punto (0, 5).

Raiz o cero: cs el punto de interscccién entre la recta y ol eje de las abscisas.

Es decir que la coordenada y de este punto debe ser igual a cero. ara hallar la coordenada
2 de este punto hacemos lo siguiente:

y = 0
az+b = 0
b
:;l’: — PR o
a

Luego, la raiz es el punto (—b/a,0).

Pendiente: La pendiente es una magnitud que da idea de la inclinacion de la recta con respecto
al eje positivo de la abscisas. Llamaremos inclinacion al Angulo ¢ que forma la recta
con el eje positivo de las absecisas. Fste angulo se mide en sentido contrario a las agujas
del reloj, desde el eje positivo de las abscisas hasta la recta, por lo tanto 0 < a < 7. La
pendiente sera la tangente de la inclinacién, tan(a).

,.”M

¥o!

e = Arcly (a)

bia x

la pendiente de la recta y = ax 4+ b es igual a a = tan(a).
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El signo de la pendiente nos da mucha informacién sobre la recta:

a>0=tan(a) >0=0<a< 3 a<0=tan(a) < 0= <a<T

o

a=0=tan(a)=0—=a=006a = .
¥ —_
! a=%— ﬂtan(a)
¥
; :
£ e -5
e
En este caso la expresion funcional de la La
recta es y = b (funcién constante). Notemos recta es paralela al eje de las ordenadas y su
que, si bien la grafica de la funcién expresiom es © = xg, donde xg es un nimero
real constante. Notemos que en este caso la
relacién x = xy no es funcion.

constante corresponde a una recta, no
es una funcion lineal debido a que el grado

del polinomio no es igual a 1.

EJERCICIO 23

Identifici entre las siguientes funciones cuiles son lineales:

a) f(h) = W = (h — 3)2

b) g(q) %(q + 4) — 3¢

2 — 4

Ly

EJERCICIO 24
Uni con fHlechas los graficos y las distintas condiciones que deben cumplir las funciones que

pueden representarlos v justifica tu respuesta.
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y=mzx+0b
conb>0ym<0
y=mzx+5b
conb=0ym<0
y=mzx+5b
conbh>0ym=0
y=mzx+5b
conb>0ym>=0

EJERCICIO 25 (ej. adicional)

Para estimar la presion atmosférica en cierto lugar praximo al nivel del mar, puede aplicarse

la siguiente formula: P(h) = h + 760, donde F representa el valor de la presion en

10500
milimetros de mercurio (mm Hg) v & la altura sobre el nivel del mar expresada en mm.

a) ;Cuél es la presion atmosférica aproximada que soporta un avion que vuela a 3500m de
altura?

b) ;A qué altura sobre el nivel del mar se encuentra la ciudad de Cérdoba si la presion
atmosférica promedio en esa localidad es de 72,2 cm Hg?

¢) ;Entre que valores de altura seria razonable utilizar esta férmula?

EJERCICIO 26 (ej. adicional)

Un automdvil se dirige por un camino recto a 90 km/h desde la ciudad A hasta la ciudad B,
distantes entre si 120 km.

a) Encuentra una expresion que represente la situacion.

b) ;A cuantos ki dd B se encontrard luego de transcurridos 45 minutos de viaje?

¢) ;jEn qué momento se encontrara a 15 km de B?

d) ;Cuél es el dominio para esta funcién?

Rectas paralelas y perpendiculares

Ahora vamos a ver qué relacion existe entre las expresiones de dos rectas que son paralelas, y
entre las expresiones de dos rectas perpendiculares.
Vamos a considerar dos rectas y; = a1 2+ by e yo = asx + bo.

Rectas paralelas: Para que dos rectas sean paralelas, sus inclinaciones deben ser
iguales, esto es a; = .
Ahora, si @ = s, resulta que sus tangentes también deben ser iguales, tan(a;) = tan(as),
por lo tanto obtenemos que las pendientes de las dos rectas son iguales, a; = a,.
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9 g2 = a1 = a

Rectas perpendiculares: Para que dos rectas sean perpendiculares sus inclinacio-
nes deben ser tales que oy = a; + 7/2.

th Lip <= aa=-1

EJERCICIO 27

Dadas las siguiente funciones lineales determina cuiles son paralelas y cuiles son perpendicu-

lares.
a) flz)=3z+1; g(x) =3(x—1)
b) y+1 —2.1'=.r+%:_ 1=y—%.r

d) flr)==3r+1:y=1==2(=1=1)

Distintas expresiones de la funcién lineal

Una recta queda definida por su pendiente y su ordenada al origen. Por lo tanto, para hallar su
expresion funcional es necesario determinar estos dos valores.

Existen distintas formas de expresar funcionalmente a una recta que surgen de tratar de deter-
minar la recta a partir de distintos datos.

» Conociendo la pendiente (o la inclinacién), a (6 «), y un punto, (xo, yo), perte-

neciente a la recta.
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Y— Yo
5
o (5)

a = tan(a) =

Si queremos encontrar la forma explicita de la recta hacemos lo siguiente:

a(z—1z0) =y —1Yo
ar—aly+ Yo =1y
b
art+b=1y
» Conociendo dos puntos, (@;,y,) ¥y (@2, y2), que pertenecen a ella.

Nuevamente tomamos un punto cualquiera sobre la recta.

o= _¥Y—Whn (6)
Ia — I b bt |

81 queremos hallar la forma explicita hacemos:

———(z—31) = Yy—1h

Ty — I Lo — Iy

EJERCICIO 28

Encontra la funcion lineal sabiendo que:

a) La recta pasa por los puntos (0,0) v (1,1).

[T

):

c¢) La recta pasa por el punto (=2, —2) y es perpendicular a la recta y = —r

EJERCICIO 29 (ej. adicional)

Encuentra la expresion de la funcién lineal que cumple en cada caso con las condiciones

b) La recta tiene una inclinacién de 45° y pasa por el punto {%

indicadas:

a) Tiene pendiente —3 y raiz 4
b) Pasa por los puntos (—1;2) y {% 5)
¢) Tiene ordenada al origen (0: —8) v pasa por (1:4)

s una recta paralela a la que representa la funcion Iry = —al ‘|‘ 2 ¥V que pasa por

d) E paralel la q P la funci¢ 3 5 v que | P
(—1;8).

5] as5a por e unto . Y €5 perpendicilar a ia recta que pasa por los puntos | — v
Pasa por el p 1;3) y es perpendicular a 1 Jue pasa por los p 1;1);
(6:5).
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Funciétn cuadratica

Una funcién cuadritica es un polinomio de grado 2, y se define como:

J:R—>R
f@)=ax>+bz+c

(7)

donde a, b y ¢ son niimeros reales constantes (a es el coeficiente principal y ¢ el término indepen-

diente). El grafico de este tipo de funciones es siempre una parabola®.

Concavidad: cs una caracteristica de las lincas o superficies curvas.

Consideremos una cuchara. La parte concava es aquella donde se ubica la sopa (o cualquier

otro liquido). La otra es la parte convexa.

El coeficiente principal de la funcién cuadratica, y = ax? + bxr + ¢, es el que nos da la

informacién sobre la concavidad de la pardbola.

= Si a > 0 la parabola es concava hacia arriba.
» Si a < 0 la parabola es concava hacia abajo.’

. Céncava hacia arriba

. Concava hacia abajo

Eje de simetria: es una recta que divide simetricamente a la curva, es decir, intuitivamente
la separa en dos partes congruentes. 'uede ser entendido como un espejo que refleja la mitad

de la parabola en cuestion.

Los puntos importantes de esta funcion son:

Ordenada al origen: cs la interseccién de la pardbola con el ¢je de las ordenadas. La primera

coordenada de este punto cs igual a 0, por lo tanto:

fO)=al? +b0+c=c

Entonces, la ordenada al origen es el punto (0, c).

Raiz: es la interseccion entre la paribola y el eje de las abscisas. En este caso, la segunda coor-

denada de este punto es nula.

y=0—az’+bx+c=0
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b+ —4dac
. 8
5a (8)

T

Como la raiz cuadrada sélo csti definida para nimeros positivos, y aparcce un doble signo,
=+, tendremos tres casos:

» Si b2 —4ac > 0, existen dos niimeros reales distintos, z; y m,, que satisfacen que
ar?+br+e=0:

b+ VP —dac

1 2a
—b— b —4dac
Ty =———
2a

Esto significa que la parabola corta al eje de las abscisas en dos puntos: (x4, 0)
¥ (x2,0).

s Sib? — 4ac=0,existen dos niimeros reales iguales, 2, = @y, que satisfacen que a 2?1

br4+c=0:

—b
r =Ty = —
2a
Esto significa que la parabola corta al eje de las abscisas en un solo punto:
b
(55 0k
X v /.’
1 j"
Ky
;
\\ ,)/
x -
LT ;
//7 % -‘\‘\
P \\
// \\
i M,
// \‘\
/ \
! \-.

s Sib? —4daec <0, no existe ningiin nimero real que satisfaga que az? + bx + e = 0.
Esto signilica que la pardbola no corta al ¢je de las abscisas.



/

De este modo vemos que conociendo el signo del argumento de la raiz cuadrada, b — 4ac,
podemos saber cudntas raices tiene la pardbola. Por esta razén se denomina “discri-
minante” a esta expresiéon v sc lo denota con la letra griega delta, A = & — 4dac.

EJERCICIO 30

Identifica en cada caso si el discriminante, A, es mayor, menor o igual a cero.

/

\\

Vértice: Es el punto maximo (si la parabola es concava hacia abajo) o el punto minimo (si la
parabola es concava hacia arriba). La pardbola es simétrica respecto a una recta que pasa por

el vértice.
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Propiedades de funciones

Sean [y g dos funciones y supongamos que Dyy D, denotan los dominios de f
v g, respectivamente. La funcion f + g esta definida por

(F+ g)ix) = fix) +g(x)
El dominio de f + g es Dy D,

Ejemplo
Seafix)=xygx)= -JT Entonces (f+ g) (x) =x + .,j'; El dominio de fes (—w0,50) y el
dominio de g es [0, =0). Asi el domunio de £+ g es Dy D, = (-, 20) M [0, 20) = [0, o).
Ejemplo

Sea f{x)=x’ — 1 y g(x) = 4x. Si x = 3, entonces f{3) = (3 — 1 =26 y g(3) = 4(3) = 12.
Asi, (f+g) (3)=1(3) +g(3)=26-12= 14,

Sean [y g dos funciones y supongamos que Dyy D, denotan los dominios de f
v g respectivamente. La funcion f- g esta definida por

(F—g)x) = fix) - g(x)
El dominio de f- g es Dy n D,

Ejemplo
Sea f{x) = yx+1 y g(x) = yx—4 entonces f{ - g)(x) = f(x) - g(x) = x+1 - Jx=4.

El dominio de fes [-1, =), y el dominio de g es [4, «0). El dommiode f-ges Dym D, =
[-1, =) i [4, =) = [4, =0).

Sean f v g dos funciones y Dy y D, denotan los dominios de f v g,

respectivamente. La funcion f - g esta definida por

(f - g)(x) = fix)- g(x). El dominio de f - g es Dy n Dy

Ejemplo

Seaflx)=x-2yg(x)=x+2 Entonces (Fg)x)=f(x)g(x)=(x+2)(x-2)= e
El dominio de f es (—so, ) v el dominio de g es (=0, s0). Por tanto el dominio de f- g es
Dr‘ m Dg = [—':El’ 50]

Ejemplo

Sea fix)=| x | y g(x) = 5. Entonces (' -g)(x) = f{x) g(x) = | x |-5. El dominio de fes 3 y
el dominio de g es 3. Entonces el dommiode f- g es Dy D, = 3. 51 x = -2, entonces (f -
g)(-2) = f{-2) - g(-2) = |25 = 2:5 = 10.
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Sean [y g dos funciones y Dy, D, sus dominios respectivamente. Entonces la
Juncion fig esta definida por:
(Fe)x) = fix)ig(x) . gx) =0

El dominio de f /g es Dy m Dy excluyendo los valores de x para los cuales g(x)

= {).

Ejemplo

Sifix) =x+ 4y g(x)=x"~ 1. Entonces (f/g) (x) = f{x) / g(x) = x + 4/(x* = 1). El
dominio de f'y el de g son los nimeros reales. La funcion g(x) = x™ — 1 es cero para x =
1 yx=-1. Por lo tanto el dominio de flg es R - {-1, 1}

Composicion de funciones
Sabemos que la notacion “g(a)” significa el valor de la funcién g(x) cuando x = a; se
obtiene al sustituir a por x, siempre que X aparezca en la expresion de g(x). Por ejemplo,
si g(x) =x" +2, entonces g(a) =a" + 1;

si g(x) = Vx—x"  entonces g(a) = Va—a’

Si f(x) es una funcion, entonces g(fix)) es la funcion que se obtiene al sustituir f{x) en
lugar de x, siempre que ésta ocurra en la expresion de g(x). La funcion g(fix)) es
llamada la compuesta de g con [ y se utihiza el simbolo operacional o para denotar la
compuesta de g con I© Asi (g o f) (x) = g(fix)).

Si g(x) = x” v fix) = x + 2, entonces (g o H)(x) = g(f(x)) = (fix))" = (x + 2)°. ;Cudl es el
dominio de g o f? La siguiente definicion nos da la respuesta,

Si fes una funcion de X en Yy g es una funcion de Y a Z, entonces la funcion
compuesta g o f es la funcion de X a Z dada por

(g o)) = g(fix)
para cada x en X. El dominio de g o fes

Dgor = {x | x £ Dry fix) € Dy
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EJERCICIO 31

Dadas las funciones f(x) = 2x — 3 v g{z) = vz + 1. Encuentre

(a) Dom(f). Dom(g)
(b) f+g
(c) f-g
(d) fog
(e) gof
v los respectivos dominios.
EJERCICIO 32 (ej. adicional)
Sea fix) = m y g(x) = 3x + 1. Encuentre a) la suma, b) la diferencia, ¢) el
producto y d) la division de fy g.

EJERCICIO 33(ej. adicional)
Seafix)=x+3ygx)=2x+ Jx . Encuentre gof'y especifique su dominio.

Sean f{x) = J; y g(x) = 2x = 3. Encuentre (fog) (x), (gof)(x) y sus dominios.

Inversa de una funcion

Las fundiones iy g 500 funclones inversas =i /| @1 &)1 = x para todas 135 v en el dominicde gy oo £ x 1) = & para odas lascen af
marminie de 7.

Lat irmecersa dhe ama Funckin fos uscalmente deaolaga par 71 g se e Sewersac (Dese coenta gue ol sipesindice -1 o0 £ nooes un
aponenta)

Supordgs que das funoanes sor inversas, S LA, b es un punte en |z grdfica 42 la funodn soginal, entarces o punto ) B2 Ydebe serun

panug en la grafica de ba turdion inversa. Ls graficas son frspeies esosrt una de atrg can resp2oo a la recla ¥ = x.
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Para encontrar la inversa de una funcion algebraicamente, intercambie la x vy la yy resuelva para y.

Ejemplo:

Digamos que h{ x)=x3+4

Reemplace h( x ) con ye Intercambie xy y:
y=x3+4d

x=y3+4

Resuelva para y: x-4=y?

m:;r:.&_'l:.t:l

Determine si las siguientes funciones son inversas una de la otra:

(a) flz)=22+3 glz)=2F

(b) flz)=vz—-4 glx)=2"+4 220
(c) flr)=1—-2* glz)=V1-x

(d) flz)=2* ;>0 g{x}=x‘% ;>0
() fl@) =77 o@)=y= en ]}



