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TASA DE VARIACION

Consideremos una funcién y = f(x) y consideremos dos puntos proximos sobre el eje de abscisas "a" y "at+h",
siendo "h" un numero real que corresponde al incremento de x (Ax).

Se llama tasa de variacion (T.V.) de la funcidén en el intervalo [a, a+h], que se representa por Ay, a2 la
diferencia entre las ordenadas correspondiegntes a los puntos de abscisas a y a+h.

Ay = [f(a+h) - f(a)]

fla+h) 9

[f(a)+n}-fa)

f{a) ¢

TASA DE VARIACION MEDIA

Se llama tasa de wvariacion media (T.V.M.) en intervalo [a, a+h], y se representa por ﬂ_y ] ﬂy, al

Ax
cociente entre la tasa de variacion y la amplitud del intervalo considerado sobre el eje de abscisas, h 6
Ax, esto es:

fla+h)-f(a)

TVM[a,a+h]=
h
EJEMPLOS
1. Calcular la T.V.M. de la funcién f(x) = x2 — x en el intervalo [1,4].
f(4)-f(1) 12-0
Tvm[1,4] < D -FA) _ _4
4-1 3

2, El indice de la bolsa de Madrid pasé cierto afio de 1350 a 1510. Hallar la tasa de variacién media
mensual.

TVM - 1510-1350 _160 _ 13.33
12 12
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EJERCICIO 1
- Halla |a tasa de variacion de las siguientes funciones en los intervalos gue se indican:

» y=x+2 en los intervalos: [0,1] v [-3,-1].
. ]r=xz—1x—3 en los intervalos: [1,3] y [-1,0].

. y=x3—2x2—x+1 en los intervalos: [0,2], [-2,3] v [-1,1].

EJERCICIO 2

Completen la siguiente tabla a partir de la informacién brindada por la grafica.

% —~

|

17 R
|
|

. h(t) (metros)

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
t (segundos)
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Variacion total de h Variacion media de h
a hib) | hla) entre a y b entre a y b
0 [10| 3 2 | 3-2=1 I 1m/10s = 'J..;"'J(lnrrf.e '
TG
5 T8
20 | 25
20 | 40
0 | 40
30 | 40
25 | 35

Usando la tabla anterior, consideren a=5 y b=25. Hagan lo siguiente:

a) ldentifiquen los puntos de la grafica correspondientes a a=5 y b=25.

b) Dibujen la recta que pasa por los puntos identificados en el inciso anterior.

c) Usando la grifica, calculen la pendiente de la recta dibujada y comparen el valor obtenido con la
variacion media correspondiente al intervalo [5; 25].

LUEGO,
d) Repitan los incisos anteriores para dos intervalos mas de los dados en la tabla.

e) ;Pueden encontrar una relacion entre la variacién media en un intervalo y la pendiente de la recta
que pasa por los puntos correspondientes en la grafica?

DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

La derivada de la funcién f(x) en el punto x = a es el valor del limite, si existe, de un cociente incremental
cuando el incremente de la variable tiende a cero.

flath)-f(a)
h

f'(a)=rI?i_r)n0%= lim

fla+h) §
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EJEMPLO
Hallar la derivada de la funcién f(x) = 3x2 en el punto x = 2,
= Z2_o o2
F(2)— fim T@+R-F@) _ | 32 +h)?-3.22
h—0 h h—0 h

. 3(4+4h+h?)-12 . 3h%+12h
= lim =lim Z——— " -
h—0 h Hh—=0 h
lim (3h+12)=12
h—0
EJERCICIO 2
Calcular la derivada de la funcién f(x) = x2 + 4x — 5 en x = 1.
' . F(1+h)-f(1)
f(1)=lim =
1 h—0 h

FUNCION DERIVADA

La funcién derivada de una funcion f(x) es una funcién que asocia a cada nimero real su derivada, si
existe. Se denota por f'(x).

f(x+h)-f(x)

b ek
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EJEMPLO

Calcular la funcién derivada de f(x) = x¢ — x +

f(x+h)-f(x) _
= =

60 i

(x+h)2—(x+h)+1—(x2—x+1)
h—0 h

= lim (2x+h—1):2x—1
h—0

¢ 2. Hallar:f{=1), F'(0) y £(1)-

Pl s oy SdoE wg

FO) =2l == =g

f(1) =2

-
-
o
|
-
Il
[aay
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EJERCICIO 3
Deriven
1) f(x) = 22 — 10z + 100 6) g(x) = 2190 — 50z + 1

4 _
) v(r) = 5:—-.—7-3 7) s(t) = * + 67 + 2t
i1 oy 1B 9, 1
3) ftx) =12%) 8)g(z)=2+—
xr=
x4+ 2
4) h(zx) = NG(s)=(s2+3+1)(s2+2
) hle) = T ) G(s) = (s ) (2 +2)
i 1—u? ' x>
s e =

DERIVADAS LATERALES

Derivada por la izquierda

fla+h)-f(a)

ey il ey

Derivada por la derecha

fla+h)-f(a)

oty g 1020

Una funcion es derivable en un punto si, y sélo si, es derivable por la izquierda y por la derecha en
dicho punto y las derivadas laterales coinciden.
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EJEMPLO

En las funciones definidas a trozos es necesaric estudiar las derivadas laterales en los puntos de separacion
de los distintos trozos.

¢ Estudiar la derivabilidad de la funcidn f(x) = |x]|.

-x S5 x <0
x S x=0

f(x):{

. —(0+R)-0 _p
lim ——* -~ -1
x—0" h h

Puesto que las derivadas laterales en x = 0 son distintas, la funcién no es derivable

en dicho punto.

lim 2t =0_%_;
x—0* h h

Las derivada laterales no coinciden en los picos ni en los puntes angulosos
de las funciones. Por tanto en esos puntos no existe la derivada.

EJERCICIO 4

# Estudiar la derivabilidad de la funcidn:

-x S x <0
x2 Si x=20

DERIVABILIDAD Y CONTINUIDAD

Si una funcién es derivable en un punto x = a, entonces es continua para x = a.

f(x)=

El reciproco es falso, es decir, hay funciones que son continuas en un punto y que, sin embargo, no son
derivables.
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EJEMPLO

Estudiar la continuidad y derivabilidad de las funciones:

1 S x <0
1. frx)yz -
b'e St x=20
En primer lugar estudiamos la continuidad en x = 0.
f{(0)=0 lim 1=1 lim x=0
x—0" x—0*

La funcién no es continua, por tanto tampoco es derivable.

§7 iz
EJERCICIO 5
0 if x <0
fix)=
e {x if x>0
EJERCICIO 6
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ECUACION DE LA RECTA TANGENTE

La pendiente de la recta tangente a una curva en un punto es la derivada de la funcién en dicho
punto.

Ay
tgp= lim =L = f+
gp=Jim =@

fia+h) ¢

f{a) ¢

Recta tangente a una curva en un punto

La recta tangente a una curva en un punto es aquella que pasa por el punto (a, f(a)) y cuya
pendiente es igual a f "(a).

y -fa)=Ff(a)(x -a)

EJEMPLO
Hallar la ecuacién de la recta tangente a la pardbola y = x2 — 5x + 6 paralela a la recta 3x + y — 2 = 0.
¥ Shemaxah 2
La pendiente de la recta es el coefeciente de la x. m = -3

Dos rectas paralelas tienen la misma pendiente.

P =, 5 S a =1
P(1, 2}
y — 2 =-3 (x — 1) y = —-3x + 5

Obsevamos que como la recta es paralela a la dada tiene la misma
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EJERCICIO 7
Encuentren la ecuacion de la recta tangente a la curva en el punto dado:
T 4

Hy= : (6,2) Ny==x2+—:(2,4)
r—J3 - T

s (2. U

2yy=
T 1422 +

REGLAS DE DERIVADA

Derivada de una constante

f(x)=k f'(x)=0

Derivada de Xx

f(x)=x f{x)=1

SUMA D[f{x)+g{x}]=f (x)+g'(x)
FRUDHSJ‘;;&‘R UN D[k (x)]=k.7 (=)
PRODUCTO D[f(x).g(x)]= 7' (x)g(x)+ 7 (x)g'(x)
COCIENTE D J;{{x}} =f|{x}'gfx}{_;f5x} )
x glx
COMPOSICION p{f[ex]=r{e=]e(n
(Regla de la cadena) D[f(g[ﬂe{x}])] =f'(g[ﬂe{x}]).g'[ﬁs{x)].ﬂe'(x}
D(x*) =k 1 D[ (T )=,/ (x)]" /()
Dffx)= D)= 4 .
POTENCIA (1) &) 21“5 o] j{x}}z f{x)'f{}
dfrelee Dl = }‘ /(%)
HOITIRFIOI
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Dfsinx)=cosx D[s x}] F'fx).cos F{x)
TRIGONOMETRICA Dcosx)=—sinx D[ vosf (x)]= =1 "(x) sin 7 {x)
D{tanx}=1+tan2x D[tanf x] [1+tan Fix :I.j' x
: 1
Dfarcsinx) = D[aru:sm_}" ]= —— (%)
s =[]
FUNCIONES ARCO D = -1 ,
(Inversa o reciproca de las (arccos ) 1-x° D[afﬁﬁosf{x)]z —_—f (%)
trigonométricas) | 1-[ (=]
D[arctanx]=1+ 3 i
% D arctan f(x) |= J'{x)
[ FiDer
Dfe*)=e¢* D[] =™ 7'(x)
EXPONENCIALES ;
Dfa")=a"Ina D[a"™]=a"® tna.r'(x)
1 1
D{lnx}z; D[lnf{x]:|=m.f ()
LOGARITMICAS - {1 -
(log, ) =—.— D[1og, 7( }:sz{x)'ﬁf (x)
EJERCICIOS:
1.
Se conocen los siguientes valores:
f ( 3_.1 .f';ir ) _ g[f}l g;|_3_|
1 6 -3 [ 2

Determinen cuanto valen:

a) (fg)' (5) b)(r/9) (5) ¢ (g/1) (5)
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2.
dada la siguiente informacidn:

=1  g3=2 h3)=-1
(=4 g@F)=6 h3=1

Hallar:
alf+g)(3) by f—g+h)(3) el fe)'(3)
HN-nd  ode Ny
g h
EJERCICIOS

1 Calcula las derivadas de las funciones:

1| f(x)=5

2| filx)=-2x

2| f(x)=-2x+2




9]

[=]

[2]

[¢]
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f(x)=-2x%2-5

f(x)=2x%1+x%-x% +4

x3 42
f(x)= 5

1
f{x)=—"1
(x) .02
Rl e

x-1

f(x)= (5}::2 —3)-(}:2 + X +4)
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EI Calcula mediante la formula de la derivada de una potencia:

— o 3
R o ;
(2] F(x)=%
— fexy=L
4] f(x)_&
— 1
&) e

7| fx)= (x2 +3x% —2)4

3 Calcula mediante la formula de la derivada de una raiz:

1| f(x)=+x?-2x+3

2] FeO =Y -xF_2

xZ2+1
o0
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Deriva las funciones exponenciales

F(x)=10Y%

(=]

2| f(x) =e3"“'2

O
f(x)=32"  Jx
2x

(]

f(x):i—z
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5] Calcula la derivada de las funciones logaritmicas:

f(x)= In(Ex“I R v, N —3x)

H

]

eX —1

f(x):ln[ex+1]

f(x)=log ifz

4 f(x):ln.r‘x(l—x)

3x
+2

£

51 F{x)=In




