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“TRABAJO TEORICO - PRACTICO?” - LIMITES |

INTRODUCCION GRAFICA A LOS LIMITES DE FUNCIONES:

1)Comencemos con la siguiente funcién

¢, Que pasa cuando x=1, es decir f(1)?

_2x2+x-3
= x—1

L]

funcion esta definida para cualquier otro numero real.

Investiguemos los valores de la funcion cuando x se aproxima a 1, pero sin llegar a ser 1.

En

. Sin embargo, la

Tabla 1
2 Tabla 2
- i m 2x“ + x -3 T
] x~1 i f(.r)=2“2+1_3
x—1
0 3
0.25 3.5 ) 2 1
0'5 4 ' 1.75 6«5
0.75 45 5o g
0.9 48 1.25 55
: : 1.1 5.2
0.99 498 1.01 5.02
0.999 4.998 1.001 5.002
0.9999 4.9998 1.0001 5.0002
0.99999 4.99998 1.00001 5.00002
L
las dos tablas a medida que x se aproxima a 1, f(x) se aproxima a

Observe que en las dos tablas conforme x se aproxima cada vez méas a 1,
f(x) se acerca mas y més a 5; y cuanto mas cerca esté x de 1, mas cerca esta-
rd f(x) de 5. Por ejemplo, de la tabla 1, cuando x = 0.9, f(x) = 4.8; esto es,
cuando x es menorque | por0.1, f(x)es menor que 5 por0.2. Cuandox = 0.999,
f(x) = 4.998; es decir, cuando x es menor que 1 por 0.001, f(x) es menor que 5
por 0.002. Ademads, cuando x = 0.9999, f(x) = 0.49998; esto es, cuando x es
menor que 1 por 0.0001, f(x) es menor que 5 por 0.0002.

La tabla 2, muestra que cuando x = 1.1, f(x) = 5.2; esto es, cuando x es
mayor que | por 0.1, f(x) es mayor que 5 por 0.2. Cuando x = 1.001, f(x) =
5.002; es decir, cuando x es mayor que 1 por 0.001, f(x) es mayor que 5 por
0.002. Cuando x = 1.0001, f(x) = 5.0002; esto es, cuando x es mayor que 1
por 0.0001, f(x) es mayor que 5 por 0.0002.

Por tanto, de las dos tablas se observa que cuando x difiere de 1 por
*+ 0.001, (estoesx = 0.9990x = 1.001),f(x)difiere de 5 por *+ 0.002 (es decir
filx) = 4998 o f(x) = 5.002). Y cuando x difiere de 1 por * 0.0001, f(x)
difiere de 5 por + 0.0002.

Ahora, enfocando la sifiaciéon desde otro punto de vista, se considera-
rdan primero los valores de f(x). Es posible hacer que los valores de f(x) estén
tan cercanos a 5 como se desee, si se toman valores de x suficientemente cerca-
nos a I; estoes, |f(x) — 5| puede hacerse tan pequefio como se desee hacien-
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do |x — 1] lo suficientemente pequefio. Pero tenga presente que x nunca
toma el valor 1.

_ Esta condici6én puede escribirse en forma mas precisa empleando dos
simbolos para las diferencias pequeiias. Los simbolos empleados usualmente
son las letras griegas € (épsilon) y & (delta). De modo que se establéce que
para cualquier nimero positivo € existe un nimero positivo &, seleccionado
adecuadamente, tal que si |x — 1| es menor que 8y |x — 1| # O (estoes,
x # 1), entonces | fx) — S| es menor que € . Es importante sefialar que-pri-
mero se elige € y que el valor de & depende del valor de € . Otra forma de
expresar esto es: proporcionado cualquier nimero positivo € , puede lograrse
que [f(x) ~ 5| < € tomando |x - 1] lo suficientemente pequefio; es
decir, existe un niimero positivo 8 lo suficientemente pequefio tal que

si 0< |x~-1] <& entonces |f(x) - 5| < €

Bien, ahora fijese que el numerador de la fraccion se puede factorizar. Como lo haria?
desarrolle. Resultado f(x)=2x+3.

Obs.: a esta ecuacioén le tenemos que agregar la condicién de que x tiene que ser distinto
de 1 por la funcién original. Finalmente nos queda.

fx) =2x+3  x# 1
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2)a) Ahora pensemos en la siguiente funcion:

:/-=10| SRR

8(:}___{2I+3 s?x#‘l
7 six=1

Cual es el valor del limite de g(x) cuando x tiende a 1?

Observemos que la grafica de g consta de todos los puntos de la recta y=2x+3 salvo en

x=1.
b) Y si ahora analizamos la siguiente funcion:

h(ix) = 2x + 3

Cual es el valor del limite de h(x) cuando x tiende a 1?
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DEFINICION DE LIMITE DE UNA FUNCION Y TEOREMAS DE LIMITES

¥ ¥y = flx)

En palabras, esta definicion establece que los valores de funcién f(x) se
aproximan al limite L conforme x lo hace al mimero a si el valor absoluto de la
diferencia entre f(x) y L puede hacerse tan pequefia como se desee tomando x
suficientemente cerca de a pero no igual a a. .

Observe que en la definicién no se menciona nada acerca del valor de la
funcién cuando x = a. Recuerde, como se sefial6 en la seccién 1.4, la funcién
f o necesita estar definida en a, para que el lim f(x) exista. Més aun, si f

estd definida en a, }Eg f(x) puede existir sin que tenga el mismo valor que
f(a) como en el caso de la funcién del ejemplo ilustrativo 2 de la seccién 1.4,

3)a) TEOREMA 1: LIMITE DE UNA FUNCION LINEAL
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Si m y b son dos constantes cualesquiera, entonces
im (mx + b) = ma + b

X=va

Resuelve aplicando el teorema:

lim (3x + 5)
x=2

b) TEOREMA 2: LIMITE DE UNA FUNCION CONSTANTE

Siceaumm\funte.enwnmpancuﬂquiernm;ema'
lim ¢ = ¢ :

Este teorema se deduce inmediatamente del teorema 1 de limites toman-
dom = 0yb = c.

Resuelve aplicando el teorema:

lim 7

i—+5

c) TEOREMA 3: LIMITE DE LA FUNCION IDENTIDAD
limx=a

r=sa

Resuelve aplicando el teorema:

lim x

I =4=0
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TEOREMA 4: LIMITE DE LA SUMA Y LA DIFERENCIA DE DOS FUNCIONES
Si imfix) =L y limg(x) = M, entonces
A=l I=a

Im [f(x) £ g(0)] =L M

TEOREMA 5:LIMITE DE LA SUMA Y LA DIFERENCIA DE n FUNCIONES

Si }EI;I}(I} = Ly, }igll'fg(x} =Ly ..., }'ij_l.l; Julx) = L, entonces
lim (i) % D £ . L@ =LthLt. TL,
TEOREMA 6: LIMITE DEL PRODUCTO D_E DOS FUNCIONES
Si lim f(x) = Ly lim g(x) = M, enlonces
lim (fx) - g)] = L - M
TEOREMA 7: LIMITE DEL PRODUCTO DE n FUNCIONES
Si Hﬁu} = Ly, E‘ﬂflm =Ly ..,y :_.ill;f.{_l‘) = L, entonces
Jli_ilrifﬂx}fzﬁ).,.ﬁ.(x)l =LL..L

d) TEOREMA 8: LIMITE DE LA n-ésima POTENCIA DE UNA FUNCION
Si limf(x) = Ly nes cualquier niimero entero positivo, entonces
I=a
lim [f(x))* = L"
I—+a
Resuelve aplicando el teorema.

lim (5x + 7

I =—p=7

e) TEOREMA 9: LIMITE DEL COCIENTE DE DOS FUNCIONES
.St lim f(x) = Ly lim g(x) = M, entonces
T—ba . kg i

.0 WA A
;i-t:j{x} HnMaO

Resuelve aplicando el teorema:

Hm —
J—IE-I'I —?.1'4']
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f) TEOREMA 10:LIMITE DE LA RAIZ n-ésima DE UNA FUNCION
. 8i n es un niimero entero positivo ¥y lim f(x) = L, entonces
X—l

lim 4/7G) = YL
" con la restriccién de que si n es par, L > 0.

Resuelve aplicando el teorema:

3 x
!i-Tl "'-(!f—'?x +1

TEOREMA 11:

TEOREMA 12:
Sia > 0y nes un nimero entero positivo, o si @ < 0 y n es un nié-

' mero entero impar, entonces
lim ¥x = Ya

A=ta

4) Calcule los siguientes limites y cuando sea apropiado, indique los teoremas de limites
que se aplicaron:

lim(x? + 7x - 5)

=3

.  +2x +
lim ~—2-—3
=2y x*+5

2
lim*-_—9
.E': 1‘3
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_ J2x-1 six=2

flay = {l six =2

encuentre el Iin‘; fix) y demuestre que Hrt; fix) = f(2).
Dibuje la grifica de f.

LIMITES LATERALES

Hasta ahora, en el estudio del limite de una funcién conforme la variable
independiente x tiende al ndmero g, se han considerado valores de x cercanos
a a, tanto mayores cOmMO menores gue a; esto es, valores de x en un intervalo
abierto que contenga a a, ¢l cual no se considera como posible valor de x.
Sin embargo, suponga que se tiene la funcién definida por

flx) = \.':?:E

Como f(x) no existe si x < 4, entonces f no estd definida en cualquier in-
tervalo abierto que contenga a 4. De modo que lim x — 4 no tiene signifi-

X -4

cado. Si, de cualquier forma, se restringe x a niimeros mayores que 4, puede
lograrse que el valor de x — 4 esté tan cerca de 0 como se desee tomando
valores de x suficientemente cercanos a 4 pero mayores que 4. En tal-caso, x
se aproxima a 4 por la derecha v se considera el Iimite per la derecha (o el
limite lateral derecho), el cual se define a continuacion. PK

DEFINICION DE LIMITE POR DERECHA

Sea f una funcién definidz en cada nimero del intervalo abierto
(a, ¢). Entonces, el limite de f(x), conforme x tiende a @ por la de-
recha, es L, lo que sc denota por

lim f(x) = L

2-sad

si para cualquier € > 0, sin importar qué tan pequefia sea, existe una
& > 0 tal que

si0<x-a<d enlonces |fx)-L| <€
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Observe que en la dltima linea de la definicidn, no se colocaron barras de
valor absoluto alrededor de x — a ya que se consideran inicamente valores
de x para los cuales x > a.

Al calcular, a partir de la definicién, el limite de +/x - 4, conforme x
tiende a 4 por la derecha, se tiene

lim vx-4 =0
r=sd*

Si, cuando se considera el limite de una funcién, la variable independiente
x se restringe a ndmeros menores que a, se dice que x se aproxima a a por la
izquierda. Este limite recibe el nombre de limite por la izquierda (o limire
lateral izquierdo).

DEFINICION DE LIMITE POR IZQUIERDA

Sea funa funcién definida en cada niimero del intervalo abierto (d, a).

Entonces, el limite de f(x), conforme x tiende a a por la izquierda,
es L, lo que se denota por

Jim )= L i

si para cualguier € > 0, sin importar qué tan pequefa sea, existe una
- & > Otalque

$i0 <a~x <& entonces |f(x) - L| <€

EJEMPLO:
-1 six<0
sgnx = 1 0 six=0
1 si0d<x
Comosgnx = =lsix < Oysgnx = |1si0 < x, setiene
lim sgnx = lim (-1 lim sgnx = lim 1
=0~ £ l—‘*ﬂ'( J 1-}51:]]"- EN rE—LI%II+

= =] = |

Cual le parece que seria el valor del limite?
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La grafica correspondiente a esta funcion es:

"F’H

L

1
Ha

TEOREMA:
El lim f(x) existe y es igual a Lsi y sélosi lim f(x)y lim f(x) existen

y u:nﬂiguales al. e

10
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“TRABAJO TEORICO - PRACTICO” - LIMITES II

Calcular:

g(x)={|x| six #0

2 six=0
(a) Dibuje la grifica de g. (b) Determine lir:?lg(x) si existe.
i)
foy = B= gl

(a) Trace la gréifica de f'y a partir de la grifica haga una conjetura acerca de
lir.g f(x). (b) Confirme analiticamente la conjetura del inciso (a).
r—

LIMITES INFINITOS

Pensemos en la siguiente funcién

fo = =

X

Dominio de la funcién:
Imagen de la funcion:
Qué pasa con la f(x) cuando me acerco a 0 por derecha:
Qué pasa con las f(x) cuando me acerco a 0 por izquierda:

11
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Completar la siguiente tabla le puede ayudar a responder,

x |fm= 3
X
Por lo tanto
lim 3. =
=0+ x

Ahora aproxime x a 0 por la izquierda; en particular, considere para x los
valores -1, -0.5, -0.25, -0.1, =0.01 y =0.001. Debido a la simetria con res-
pecto al eje y, los valores de la funcién son los mismos que los coerrespondien-
tes a los valores positivos de x. Asf, otra vez, f(x) crece sin limite conforme
x tiende a 0 a través de valores menores que 0, lo cual se expresa como

lim B A
x—0~ ,IZ

Por tanto, conforme x se aproxima a 0 por la derecha o por la izquierda, f(x)
crece sin limite, 10 que se expresa en simbolos como

limi2 =
=0 x

X

Vea la grafica abajo y observe que las dos “ramas” de la curva se acercan cada vez mas al
eje de las y conforme x se aproxima a 0.

12
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Como llamamos al eje y en este caso:

L 4
¢

Suda A9 1 2348
3
&y = =
|

DEFINICION DE VALORES DE FUNCION QUE CRECEN SIN LIMITE

Sea f una funcién definida en cada nimero de algtin intervalo abierto /
que contiene a @, excepto posiblemente en @ mismo. Conforme x se
aproxima a a, f(x) crece sin limite, lo cual se escribe como

lim f(x) = +o0 _ )
si para cualquier nimero N > 0 existe & > 0 tal que

si0<|x-a|l< & entonces f(x) >N

De manera anéloga, puede indicarse el comportamiento de una funcién
cuyos valores decrecen sin lfmite. Para llegar a esto, considere la funcién g
definida por la ecuacién

- =3
8(x) )

Los valores de esta funcién son los negativos de los valores de la funcién

3
fix} = =
g

De modo que para la funcién g, conforme x se aproxima a 0, por la derecha o por la
izquierda, g(x) decrece sin limite lo que se escribe como:

13



Colegio San Patricio

A-019 - Incorporado a la Ensefianza Oficial
Fundacion Educativa San Patricio

lim —3

x2
DEFINICION DE VALORES DE FUNCION QUE DECRECEN SIN LIMITE:
Sea f una funcién definida en cada nimero de algin intervalo abierto /

que contiene a a, excepto posiblemente en a mismo. Conforme x se
aproxima a a, f(x) decrece sin limite, lo cual se escribe como
P_ﬁf(-r) = —o0 ()

si para cualquier nimero N < O existe § > 0, tal que
si0<|x-a|l< & entonces f(x) <N

xr—0

TEOREMA 1:
Si r es cualquier niimero entero positivo, entonces
Lt Aty
it~ gl P2 R s
TEOREMA 2:

Si a es cualquier nimero real y si lim f(x) = Oy lim g(x) = ¢, donde
¢ es una constante diferente de 0, entonces

14
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() sic > 0yf(x) — O através de valores positivos de f(x), entonces

- &(x) _
P—T: fi(x) o
(ii) sic > 0yf(x) — 0através de valores negativos de f(x), entonces
(Y
x-m f{x) e
(iii) sic < 0yffx) — 0a través de valores positivos de f(x), entonces
lim ) _
e f(2)
(iv) sic < 0yf(x) = 0a través de valores negativos de f(x), entonces
8(x) _
o TS g

El teorema también es vilido si se sustituye “x — a” por“x — a*” o
““x = a”

TEOREMA 3:
(i) Si lim f(x) +00 ¥ lim g(x) = ¢, donde c es cualquier cons-
tantc, emonees hm [f(x) + gx)] =
(if) Si limf(x) = —o0 y lim g(x) = ¢, donde c es cualquier cons-
X—va X—ra
tante, entonces
lim [f(x) + g(0)] = —o0
Estos teoremas también se cumplen si se sustituye “x — a” por
x = a"o“x = a™".

TEOREMA 4:

15
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I=ha

distinta de 0, entonces '
(i) sic > 0, limf(x) - glx) =
(i) sic < 0, 'lithf(x) . g{,t) =

Estos teoremas tmnbxén se cumplen si se sustituye “x — a” por
x 2at"o"x 5 a”

Si limf(x) = +o0 y limg(x) = ¢, donde ¢ es cualquier constante

TEOREMA &:

Si Iim f(x) -0 Yy lim g(x) = ¢, donde ¢ es cualquier constante
dlalmta de 0, entonces

(i) sic > 0, Iim f(x) glx) =
(i) sic <0, limf(x) glx) =

Estos teoremas tambtén se cumplen si se sustituye “x — a” por
“x > ao"x = a™".

RECUERDE LO QUE VIMOS EN CLASES!!!

Limites indeterminados

Se llaman limites indeterminados a los que presentan alguna de estas formas:

0 = !
wcwibwigio e 0001

CALCULAR, EN CASO QUE EXISTAN, LOS SIGUIENTES LIMITES
., Sx%48x-3
lim ———=
Yoo IXk2

. Sx*48x-3
l]m T ————

y—on 3x342

An

W —.
h—=e N

)

16
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2n
PRl +3n -2

N

CALCULAR ASINTOTAS HORIZONTALES Y VERTICALES

Q) fx) ==—
0 fx)==
) F0) = e
g) f(x) ===

Para su ayuda se presentan los graficos de estas funciones,

a)

17
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¢)]

18
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| 1 | 1 | 1 | 1
I T I
FT. %
(R

I | 1
-2 -39 -3 33 -

1 | | | 1 | 1 |
I T
[
-

CALCULAR LOS SIGUIENTES LIMITES

e) lim5—

X—=00

g) lim

1
x4l

2x10=1

x—soo 10x11=3 a

i)

k) lim

3x245x+4
m-—-m==
¥—so0 5x%43x+14

2xt43x+4 .

x—om —x244x-5

19
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“TRABAJO TEORICO - PRACTICO” - CONTINUIDAD

DEFINICION DE FUNCION CONTINUA EN UN NUMERO
‘Se dice que la funcién fes continua en el nimero a si y s6lo si se satis-

facen las tres condiciones siguientes:
: (|) fla) existe; '
lim f(x) existe;

(ﬁl) lﬁnf(-t) = fla).

Si una o més de estas tres condiciones nusecumplmena.entonoesse
dice que Ia funcién f es discontinua en a. :

Veamos un ejemplo,

Sea f la funcién definida por,

2x + 3 six#1
gi x = 1

fx) =

su grafica,

La grafica de esta funcién se rompe en el punto x=1, por lo que se investigaran en ese
punto las condiciones de la “DEFINICION DE FUNCION CONTINUA EN UN NUMERO".
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@ f(1) = 2
(i) limlf(x) # f(1)

Las condiciones (i) y (ii) se satisfacen pero la condici6n (iii) no se cumple. Por
tanto, la funcién f es discontinua en 1. 4

Dicha discontinuidad es una discontinuidad removible (o eliminable) por-
que si f se redefine en a de modo que f(a) es igual a lim f(x), la nueva funcién
x—a

es continua en a. Si la discontinuidad no es removible, entonces se le llama
discontinuidad esencial.

Veamos otra funcion,

|
xX) =
R x -2
su gréfica,

y
¥y

——yf G + 'E P X

""‘q 2

la grafica de esta funcion se rompe en el punto x=2. Por lo tanto evalule las condiciones de
la “DEFINICION DE FUNCION CONTINUA EN UN NUMERO”.

21
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ii)

Obs.: La discontinuidad de esta funcion recibe el nombre de discontinuidad infinita.

Evalue continuidad de la siguiente funcién. Grafique.

34+4x six<1
3-x si1<ux

h(x) = {

TEOREMA
Si fy g son dos funciones continuas en el nimero a, entonces

(i) f + g es continua en a;
(i) f- 3mmﬁmena;
(iif) f - g es continua en a;
ﬁt)J%gesconﬁnuﬁh91Ltxumhhq;ndnqmegma):t(L

TEOREMA
Una funcién polinomial es continua en todo nimero.

TEOREMA
Una fu:}cién racional es .t;;?ntinua en todo niimero de su dominio.

22
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Demostracion Si f es una funcién racional entonces se puede expresar
como el cociente de dos funciones polinomiales. De modo que f se puede de-
finir por

= &)
fx) = o)

donde g y & son dos funciones polinomiales, y el dominio de fconsta de todos
los nimeros reales excepto aquellos para los que A(x) =

TEOREMA
Si n es un niimero entero positivo y
fo) = x
entonces

(i) sin es impar, entonces f es continua en todo nimero,
(if) si n es par, entonces f es continua en todo nimero positivo.

TEOREMA

si n""m = b?’lhfﬂmwﬁmmb entonces
; ﬂm(f’xltx)-f(b) ' '. B4 -
A i o 5

23



